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Abstract 

Existence of a topological foliation transverse to the dynamics of a homeomor- 
phism. Let F be a homeomorphism of an oriented surface M that is isotopic to the identity. 
Le Calvez proved that if F admits a lift F without fixed points to the universal covering of 
M, then there exists a topological foliation of M transverse to the dynamics. We generalize 
this result to the case where F has fixed points. We obtain a singular topological foliation 
whose singularities are fixed points of F. 
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Resume 

Le Calvez a montre que si F est un homeomorphisme isotope a l'identite d'une surface M 
admettant un relevement F au revetement universel n'ayant pas de points fixes, alors il existe 
un feuilletage topologique de M transverse a la dynamique. Nous montrons que ce resultat se 
generalise au cas ou F admet des points fixes. Nous obtenons alors un feuilletage topologique 
singulier transverse a la dynamique dont les singularites sont un ensemble ferme de points 
fixes de F. 

Mots-cles : Homeomorphisme de surface, feuilletage topologique transverse a la dynamique, 
version equivariante feuilletee du theoreme de translation plane de Brouwer 

Dans cet article, nous considerons une surface connexe M et le groupc Homco >t (M) des homco- 
morphismes de M isotopes a l'identite. Nous appelons surface une variete topologique de dimension 
deux sans bord, orientable, separee et denombrable a Pinfini. Le resultat principal est le suivant : 

Theoreme 0.1. Soient F G Homeo*(M) et I = (-Ft)te[o,i] une isotopie entre l'identite et F. 
Alors, il existe un ensemble ferme X de points fixes de F et un relevement F de la restriction 
F\m\x au revetement universel n x ■ N x — > M \ X de M \ X verifiant : 

1. F commute avec les automorphismes du revetement universel et est sans point fixe ; 

2. tout chemin de Nx joignant un point x e Nx a son image F(x) se projette sur M en un 
chemin homotope a extremites fixees au chemin I(x) decrit par le projete x = ttx{x) le long 
de I 'isotopie I ; 

3. pour tout sous-ensemble ferme Y C X , il existe un relevement Fy de la restriction F\m\y 
au revetement universel ■ Ny — > M \ Y de M\Y verifiant : 

(a) Fy commute avec les automorphismes du revetement universel de M \ Y et fixe les 
antecedents par Tty des points de X \ Y ; 
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(b) tout chemin de Nx joignant un point x € Nx a son image F(x) se projette sur M en 
un chemin dont tout relevement a Ny issu d 'un point y a pour extremite Fy (y) ■ 

Justifions la presence des differentes conditions qui apparaissent dans cet enonce. On notera 
Fix(7) l'ensemble des points fixes le long d'une isotopie I. Une idee pour obtenir le relevement F 
est de construire une isotopie I = (i r t)*G[o,i] entre l'identite et F et de considerer X = Fix(J). 
En effet, l'isotopie restreinte ({Ft)\M\x) te ^ ji se releve au revetement universel de M \ X en une 
isotopie (-Ft)te [0,1] i ssue de l'identite de temps un le relevement F = F\ de F\ M \ X - II est facile de 
verifier que F commute avec les automorphismes de revetement et verifie les assertions 2 et 3 du 
theoreme 10.11 

II reste a verifier la principale propriete : on souhaite que F soit sans point fixe. La proposition 
|2.13| assure que c'est le cas si l'isotopie I est maximale pour la relation d'ordre suivante. Si I et J 
sont deux isotopies entre l'identite et F, on dit que Ton a I < J si Fix(7) est contenu dans Fix( J) 
et si I et J sont homotopes relativement a Fix(7). Malheureusement nous ne savons pas repondre 
a la question suivante. 

Question 0.2. Existe-t-il une isotopie maximale pour la relation d'ordre < ? 

Nous avons done laisse de cote les isotopies defmies sur M au profit de la notion plus faiblc 
suivante. On dit qu'un sous-ensemble ferme X C M est non enlace s'il existe un relevement F 
de la restriction F\m\x au revetement universel nx ■ Nx —>M\XdeM\X qui commute avec 
les automorphismes de revetement. Nous donnerons dans le paragraphic |1.4| p lus de details sur 
cette definition. Nous introduirons ensuite une relation d'ordre =^ (definition |2.1[ ) sur les ensembles 
non enlaces qui permettra d'obtenir la seconde assertion de notre enonce. Nous montrerons qu'il 
existe des ensembles non enlaces maximaux pour cette relation d'ordre (proposition|2.9|) et que les 



relevements associes sont sans point fixe (proposition 2.10 ) ce qui complete la premiere assertion. 

Justifions maintenant la presence de la troisieme. Le theoreme reste vrai si on la supprime. 
Cependant, dans certaines situations ou X separe M, il peut apparaitre des composantes connexes 
de M \ X homeomorphes a l'anneau (K/Z) x K. Lorsque cela se produit, il n'y a pas unicite d'un 
relevement F qui commute avec les automorphismes de revetement. Or en general l'un de ces 
relevements presente des proprietes supplementaires et la troisieme assertion du theoreme permct 
de le caracteriser. Notre preuve consiste a rechercher un ensemble non enlace X maximal pour =^ 
et il semble raisonnable d'imposer qu'il soit plus grand (pour =4) que ses sous-ensembles fermes, ce 
qui correspond a la troisieme assertion. II se trouve que cette condition sufht pour assurer l'unicite 
du relevement. En effet, certaines parties fermees Fclne separeront pas M. On obtiendra alors 
l'unicite d'un relevement Fy de F\m\y puis l'unicite d'un relevement F de F\m\x plus grand que 
Fy pour Nous donnons un exemple explicite dans la partie[2j 



Remarque 0-3 . - Un theoreme d'Epstein (voir paragraphe |1.4| et |Eps66| ) permet de reformuler 



le theoreme 



0.1 



en terme d'isotopie sur M \ X. II afhrme en effet que l'cxistence de F entraine 
celle d'une isotopie sur M\X entre l'identite de M\X et la restriction F\ M \ X dont le relevement 
au revetement universel Nx de M \ X issue de l'identite admet F pour temps un. 

L'un des principaux interets du theoreme |0.1| est que Ton peut en deduire l'existence d'un 



feuilletage positivement transverse a un homeomorphismc de surface (corollairc 0.8). Nous allons 
maintenant expliquer comment. La preuve repose sur la version equivariantc feuilletce suivante du 
theoreme de Brouwer, un resultat difficile demontre par Le Calvez. 

Theoreme 0.4 (Le Calvez [LC05 ). Soit G un groupe discret d'homeomorphismes preservant 
V orientation, agissant librement et proprement sur le plan K 2 . Soit F un homeomorphisme de N 
preservant V orientation et sans point fixe qui commute avec tous les elements de G. Alors il existe 
un feuilletage topologique T par des droites de Brouwer de F tel que T soit invariant par tout 
element de G . 

Une droite topologique orientee est un plongement topologique propre cj> de la droite reelle 
orientee K ; elle separe N en deux composantes connexes. On dit qu'un tel plongement <j> est une 
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droite de Browner de F si F((j>) est contenu dans la composante connexe de droite et F~ l {(f)) dans 
celle de gauche. 

On deduit de ce resultat que sous les hypotheses du theoreme |0.1| il existe un feuilletage topo- 
logique P de N x par des droites de Brouwer de F, tel que P soit invariant par les automorphismes 
du revetement ttx ■ Nx Nx- Le feuilletage J 7 passe done au quotient en un feuilletage topolo- 
gique J- de M. Ce feuilletage est dit positivement transverse a F. Expliquons ce que cela signifie 
avant d'enoncer le corollaire. 

Definition 0.5 (Chemin transverse a un feuilletage). Soit M une surface et T un feuilletage 
oriente sur M. On dit qu'un chemin 7 : [0, 1] — > M est negativement transverse au feuilletage T si 
pour tout t e]0, 1[, il existe un intervalle ouvert I c]0, 1[ contenant t , un voisinage V de 7(^0) 
dans M et un homeomorphisme ip : V — >] — 1, 1[ 2 qui envoie 7(^0) sur le point (0,0), l'ensemble 
V H 7(^0) sur Pare horizontal ] — 1, l[x{0} oriente vers la droite et le feuilletage J- sur les droites 
verticales orientees vers le haut. 

Remarque 0.6. Si X C Fix(F) est un ensemble ferine de points fixes, un feuilletage sur M \ X 
pcut etre vu comme un feuilletage topologique singulier sur M dont les singularites sont les points 
de X. On dira qu'un chemin 7 : [0, 1] — > M \ X est transverse au feuilletage singulier sur M s'il 
est transverse au feuilletage sur M\X. 

Definition 0.7 (Feuilletage transverse a la dynamique). Soit F un homeomorphisme d'une surface 
M, admettant un relevement F au revetement universel M de M qui commute avec les automor- 
phismes de revetement. Soit T un feuilletage singulier sur M dont les singularites sont des points 
fixes de F. Le feuilletage J- est dit positivement transverse a F si pour tout point z € M \ X, il 
existe un chemin j z de z a F(z) dans M \X, negativement transverse au feuilletage T et as soci e 



a F, e'est-a-dire se relevant a M en un chemin joignant son origine z a F(z) (voir definition 1.7) 



Corollaire 0.8. Soient F 6 Homeo*(M) et F un relevement a M qui commute avec les auto- 
morphismes de revetement. Alors, il existe un sous-ensemble ferme X C Fix(_F) et un feuilletage 
topologique J- de M , dont X est l'ensemble des singularites, qui soit positivement transverse a F . 

Expliquons l'interet de ce resultat. Dans LC06J, Le Calvez demontre l'existence de points 
periodiques de periodes arbitrairement grandes pour tout homeomorphisme hamiltonien non trivial 
d'une surface compacte orientee de genre g > 1. Dans sa preuve, il est amene a envisager deux 
cas selon que l'ensemble des points fixes verifie la conclusion du theoreme |0.1| ou non. Or les 
arguments utilises dans le premier cas s'appliquent mot pour mot en remplagant l'ensemble des 
points fixes par un sous-ensemble X donne par le theoreme |0.1| L'etude du second cas n'est done 
plus necessaire. 



On pcut esperer que le thcorcmc |0.1| ct son corollaire |0 . 8| seront d'une grande utilitc dans l'etude 
des homeomorphismes de surface. 

Dans une premiere partie, nous allons rappeler des definitions et resultats classiques puis in- 
troduire des notions d'enlacement et de chemins adaptes, moins classiques et plus techniques, qui 



faciliteront les demonstrations des parties suivantes. Nous demontrerons ensuite le theoreme 0.1 
dans la partie [2] en nous appuyant sur les deux resultats suivants : 

1. l'existence d'un relevement maximal dans (1Z, =4), ensemble des relevements qui commutent 



avec les automorphismes de revetement (voir les definitions 1.4 et 2.1). II s'agit de la pro- 
position |2.9[ un des principaux resultats de Particle, qui sera prouvee dans la partie [3] La 
demonstration de ce resultat qui repose sur le lemme de Zorn concentre l'essentiel des difh- 
cultes de Particle. 

2. la possibilitc de modifier une isotopie admettant un point fixe contractile en une isotopic 



fixant ce point (proposition 2.13). Ce resultat plus simple et classique sera demontre dans 
la partie |4j Nous avons choisi d'en donner une preuve detaillee dans la mesure ou nous n'en 
connaissons pas de demonstration complete dans la litterature. 
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1 Generalites 
1.1 Notations 

Chemin, lacet. Soit E un espace topologique. On designe par chemin toute classe d'application 
continue 7 : [0, 1] — > E modulo un reparametrage preservant l'orientation ; le point 7(0) est l'origine 
et le point 7(1) l'extremite. Nous noterons 7" le chemin obtenu en changeant l'orientation de 7. 
La concatenation a./3 de deux chemins a et P verifiant a(l) = /3(0) est le chemin 7 rcprcscntc par 
le parametrage suivant : 

(a(2t) si0<i<§; 
\/9(2t — 1) si § < t < 1. 

Un lacet est un chemin dont l'extremite z est egale a l'origine ; on dit alors qu'il est base en z. En 
notant T = R/Z, on peut representer un lacet par une application continue 7 : T — > E. On dit que 
deux lacets a et (3 sont librement homotopes s'il existe une application continue </> : [0, l]xT->£ 
verifiant pour tout t € T, (j>(0,t) = a(t) et <j>(l,t) = f3(t). 

Deux chemins a et (3 verifiant a(0) = /3(0) et a(l) = ,8(1) sont homotopes s'il existe une 
application continue <p ■ [0, l] 2 — > E verifiant pour tout (s,t) G [0, l] 2 : 

<j>(0,t) = a(t), <j>(l,t) = P(t), <j>(s,0) = a(0) = y3(0) et 0(s, 1) = a(l) = /3(1). 

On parlera de meme cVhomotopie entre lacets de meme point base lorsque ce point reste fixe le 
long de l'homotopic. Un lacet base en un point z e E est dit contractile s'il est homotope au lacet 
trivial base en z. 

Relevement d'une isotopie, homotopie entre isotopies. Soit M une surface connexe. Une 
isotopie I est un chemin 1 1— > F t de [0, 1] dans Homeo(M) muni de la topologie compacte ouverte 
pour les homeomorphismes. Pour tout point z <E M, on note I(z) : 1 1-> F t {z) la trajectoire de z le 
long de l'isotopie. II s'agit d'un lacet si et seulement si z est un point fixe de F\. 

Soit 7r : M — > M le revetement universel de M. Une isotopie 7 = (7 7 t)te[o,i] telle que F§ soit 
l'homcomorphisme identite idM se releve a M en une isotopie 7 = (7 1 t ) te [ ,i] verifiant Fq — id^. 
L'homeomorphisme 7\ est appele relevement de 7\ associe a 7 ; nous le noterons Fj. 

Considerons maintenant un sous-ensemble N C M. On dit que 7 et 7' sont homotopes relati- 
vement a N si l'on peut choisir l'homotopie : [0, l] 2 — > Homeo(M) de sorte que la restriction 
(f)(s,t)i]y soit independante de s € [0, 1]. 

Nous utiliserons egalemcnt la notion de composee de deux isotopies : si 7 = (F t ) t e[o,i] et 
J = (G t ) tG [o.i] sont deux isotopies, on note J o I l'isotopie definie par J o I = (G t ° ^t)te[o,i] • 

Point fixe contractile, point fixe d'une isotopie. Dans la suite de Particle, on se donne une 
surface connexe M et un homcomorphisme F de M isotope a l'identite. Si E est un ensemble, 
on note E son adherence, dE sa fronticrc ct E son intcrieur. La lettre X designera toujours un 
sous-ensemble ferme de l'ensemble Fix(F) des points fixes de F. Nous noterons Nx = M\X son 
complcmentaire et itx ■ Nx ~> Nx son revetement universel. Soient 7 = (F t )te[o.i] une isotopie 
entre l'identite et F et z un point fixe de F. 

Definition 1.1. On dit que z est un point fixe de I s'il verifie, pour tout t <G [0,1], F t (x) = x. 
Nous noterons Fix(7) l'ensemble des points fixes d'une isotopie 7. 
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Definition 1.2. On dit que z est un point contractile de I s'il vcrific Tune des deux proprietes 
suivantes : 

1. le point z est un point fixe de I ; 

2. le point z appartient a Fix(F) \ Fix(J) et le lacet I(z) est contractile dans M \ Fix(7). 
Nous noterons Cont(I) l'ensemble des points contractiles d'une isotopie /. 

1.2 Isotopie restreinte, relevement 

Definition 1.3. On appelle isotopie restreinte tout couple (X,I) forme : 

- d'un sous-ensemble ferme X C Fix(F) ; 

- d'une isotopie definie sur Nx entre l'identite i&N x et la restriction F\ Nx de F a Nx- 
On note I l'ensemble des isotopies restreintes. 

Definition 1.4. On note 1Z l'ensemble des couples (X,F) formes : 

- d'un sous-ensemble ferme X C Fix(F) ; 

- d'un relevement F de F\ Nx au revetement universel ttx ■ Nx —¥ Nx qui commute avec les 
automorphismes de ce revetement. 

Remarque 1.5. Soit N unc surface connexe non homeomorphe a l'anneau A = R/Z x R ou au 
tore T = R/Z x R/Z. Alors le groupe des automorphismes du revetement universel de N est de 
centre trivial. Si F est un homcomorphisme de N, il admet done au plus un relevement F au 
revetement universel qui commute avec les automorphismes de revetement. 

Soit (X, I) G T une isotopie restreinte. Relevons I a Nx en une isotopie / issue de l'identite 
id^. Le temps un de I est le relevement Fj associe a / de la restriction F\n x . Or l'identite id Nx 

commute avec les elements du groupe G des automorphismes du revetement ttx '■ Nx — > Nx- 
Puisque G est discret, la propriete de commutation est conservee le long de l'isotopie / et Fj 
commute avec les elements de G. 

Definition 1.6 (Relevement associe a unc isotopie restreinte). Soit (X,I) € X une isotopie res- 
treinte. Le relevement {X,Fj) £ 1Z est appele relevement associe a l'isotopie restreinte (X,I). 

Disposer d'un relevement F de F qui commute avec les automorphismes de revetement assure 
que les notions suivantes ne dependent pas du relevement a ou <j> choisi. 

Definition 1.7 (Chemin et homotopie associes a un relevement). Soit (X,F) G 1Z. 

1. Un chemin a C N x est dit associe a F s'il se releve a N x en un chemin a dont l'extremite 
est image par F de son origine. 

2. Soit 4> '■ [0, l] 2 — > Nx une homotopie libre entre un lacet T C Nx et son image F(T). 
Choisissons un releve T de T a Nx- L 'homotopie libre <f) est dite associee a F si elle se releve 
en 4> : [0, l] 2 -> N x verifiant : 

Vte[0, l] 2 <j>(0,t)=t(t) et ^(l,t) = Fof(t) 

1.3 Chemin adapte a un ensemble de points fixes 

Nous allons maintenant caracteriser les chemins associes a un relevement (X, F) E 1Z. Nous 
parlerons de chemins adaptes a l'ensemble X. 

Definition 1.8 (Chemin adapte). Soient F <G Homeo^(F) et X C Fix(F) un sous-ensemble forme. 
Un chemin a d'origine un point z de N x et d'extremite F(z) est dit adapte a X si pour tout lacet 
7 C Nx base en z, le lacet a.F("f).a~ est homotope, dans Nx, au lacet 7. 

Remarque 1.9. Si a C N x est un chemin adapte a X d'origine z G N x , alors tout lacet 7 
base en z est librement homotope a son image ^(7). En effet, les lacets 7 et a.F{"f).a~ sont alors 
homotopes et il est clair que ce dernier lacet est librement homotope a ^(7). 
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Proposition 1.10. Considerons F £ Homeo*(M) et un ensemble ferme X C Fix(F). 

1. Supposons que Von dispose d'un relevement (X,F) G 1Z. Tout chemin de Nx associe a F 
est adapte a X . 

2. Inversement, supposons que I 'on dispose d 'un chemin a adapte a X et qu 'on le releve en un 
chemin a C Nx- Si Nx est connexerl le relevement F de F\n x qui envoie I'origine de a sur 
son extremite commute avec les automorphismes du revetement universel ttx ■ Nx — > Nx ■ 
Le chemin a est alors associe a F . 

Demonstration. 1. On suppose qu'il existe {X,F) £ 1Z. Soit a un chemin de Nx associe a F ; 
choisissons un relevement a £ Nx de a et notons z son origine. Son extremite est done F(z). 
Considerons un lacet 7 C Nx base en z et relevons-le en un chemin 7 c Nx d'origine i. 
II existe un unique automorphisme de revetement T tel que l'extremite de 7 soit T{z). Le 
chemin F(ff) a pour origine F{z) et pour extremite F o T(z) qui n'est autre que T o F(z), 
extremite du chemin T(a). On peut done concatener les chemins d, F(fy) et (T(a)) . On 
obtient un chemin de memes extremites z et T(z) que 7 ; il est done homotope a 7 car Nx 
est simplement connexe. On en deduit que les lacets a.F(j).a~ et 7 sont homotopes (a point 
base fixe) dans Nx et done que a est adapte a X. 

2. Inversement, soit a C Nx le relevement d'un chemin a adapte a X dans Nx suppose connexe. 
On construit F comme le relevement de F envoyant I'origine z de a sur son extremite. 
Considerons un automorphisme de revetement T et montrons l'egalite T o F = F o T . 
Choisissons un chemin 7 C Nx de z a T{z). II se projette sur un lacet 7 C Nx qui est, 
par hypothese, homotope au lacet a.F{^).aT . Cela signifie que les relevements issus de z 
des chemins a.F(p/) et y.a ont meme extremite. Or le lacet a se releve a partir du point 'z 
en le chemin a d'extremite F(z). A partir de ce point, ^(7) se releve en F(^y) d'extremite 
F o T(z). Par ailleurs, 7 se releve a partir de z en 7 d'extremite T(z). Le relevement de a 
issu de ce point est T{a) d'extremite T o F(z). On en deduit T o F(z) = F o T(z) done 
foF = Fof. □ 

Remarque 1.11. Soient F G Homeo*(F) et X C Fix(F) un ensemble ferme. La proposition 
precedente montre l'equivalence des proprietes suivantes : 

1. il existe un relevement (X, Fx) € TZ 

2. pour tout z € Nx, il existe un chemin a z adapte a X d'origine z ; 

3. il existe un chemin adapte a X dans chaque composante connexe de Nx ; 

Lorsque les composantes connexes d'une surface N ne sont pas homcomorphes au tore ou a 
l'anneau, le groupe des automorphismes de revetement est de centre trivial. On peut alors faire la 
remarque suivante. 

Remarque 1.12. Soit N une surface de revetement universel tt : N — > N, dont le groupe G des 
automorphismes de revetement est de centre trivial et soit F un homcomorphisme de N. Alors 
deux chemins a et /3 de meme origine z £ Nx et adaptes a X sont homotopes a extremites fixees 
dans Nx- 

Demonstration. En effet, d'apres la proposition qui precede, chacun de ces deux chemins est associe 
a un relevement de F\n x qui commute avec les automorphismes du revetement universel ttx ■ 



Nx — > Nx- Or, d'apres la remarque 1.5 et les hypotheses de la proposition, un tel relevement F 
est unique. Ainsi, a et /3 se relevent a Nx en deux chemins d'origine un releve z de z et de meme 
extremite F(z). En d'autres termes, les chemins a et f3 sont homotopes a extremites fixees dans 
N X - ' □ 



1. Dans le cas ou Nx n'est pas connexe, il faut disposer d'un chemin adapte par composante connexe pour 
construire le relevement F. Si e'est le cas, la construction est possible et le relevement obtenu commute avec les 
automorphismes du revetement universel nx '■ Nx — > Nx ■ 



G 



1.4 Ensemble non enlace 



Afm de mieux comprcndre les notions introduites ci-dessus, nous allons maintenant defmir 
l'enlacement a partir de trois proprieties dont nous allons montrer qu'elles sont equivalentes a 
l'aide du theoreme d'Epstein |Eps66| . Cette definition et cette equivalence permettent de mieux 
comprendre les notions utilisees dans l'article, mais elles ne seront pas utilisees sous cette forme 
dans la suite. Nous avons prefere travailler avec une relation d'ordre qui sera introduite dans le 
paragraphe suivant. 

Proposition et definition 1.13. Soient F € Homeo, (M) et A C Fix(F) un ensemble ferme. 
On dit que A est non enlace s'il verifie l'une des proprietes equivalentes suivantes : 

(PI) il existe une isotopie restreinte (A,/) € I; 

(P2) il existe un relevement (X, F) £ TZ ; 

(P3) tout lacet T C Nx est librement homotope dans Nx a son image F(T). 

Demonstration de V equivalence des proprietes (PI), (P2) et (P3). Nous ne demontrons pas que 
la propriete (P3) entraine la propriete (PI). Ce resultat difficile est du a D.B.A. Epstein |Eps66| . 
Demontrons les deux autres implications. 

Si X verifie la propriete (PI), alors il existe une isotopie restreinte (X, I ) E 1. On a vu que 
Ton pouvait lui associer un relevement (X,F) £ 1Z (voir la definition 1.6 1. Ainsi, X verifie la 
propriete (P2). 

Supposons maintenant que X verifie la propriete (P2) et montrons qu'il verifie alors la pro- 
priete (P3). Considerons un lacet T C Nx base en z. Soit a un chemin associe a F issu de z ; il 



est done adapte a X d'apres la proposition 1.10 Le lacet T est done homotope a a.F(T).a qui 



est lui-meme librement homotope a F(T). L'ensemble X verifie done la propriete (P3). □ 



Remarque 1.14. Soit X un ensemble non enlace. D'apres la remarquc |1.5| lorsque M\X n'est 
pas homeomorphe a l'anneau ou au tore, le relevement (X, F) domic par la propriete (P2) est 
unique. C'est done aussi le relevement associe a l'isotopic restreinte (X, I) donne par la propriete 

(PI)- 

En revanche, dans le cas de l'anneau ou du tore, il n'y a pas unicite du relevement (X, F) 6 1Z. 
Cependant, etant donne un relevement (X, F) £ 7Z, on peut toujours trouver une isotopie restreinte 
(A, I) £l tel que (X, F) soit associe a (X, J). En effet, le temps un d'une isotopie restreinte (A, I) 
donnee par (PI) differe de (A, F ) d'un automorphisme de revetement. Ce dernier est associe a une 
isotopie entre l'identite et elle-meme realisant la rotation correspondante de l'anneau ou du tore. 
En composant l'inverse de cette isotopie avec (A,/), on obtient l'isotopie restreinte cherchee. 

Question 1.15. Comme on l'a evoque dans l'introduction, on peut defmir une notion de non 
enlacement a priori plus forte que la precedente de la fagon suivante. On dit que A est fortement 
non enlace s'il existe une isotopie / entre l'identite id^ et F verifiant A C Fix(/). Nous ne savons 
pas si cette notion est equivalente a la precedente et ne Putiliserons pas dans cet article. 

Remarque 1.16. Dans le cas particulier ou A est totalement discontinu, et notamment si A 
est fini, il est facile de repondre a la question precedente. En effet, si A est non enlace, on peut 
trouver une isotopie restreinte (A, /) 6 I. Cette isotopie se prolonge en une isotopie sur M ffxant 
les points de A et A est done fortement non enlace. 



2 Presentation de la preuve 

2.1 Relation d'ordre sur les relevements 



Notre objectif est la demonstration du theoreme |0.1| Dans cette optique, nous recherchons un 
relevement (A, Fx) € 7Z avec Fx sans point fixe. Pour cela, nous allons utiliser une relation d'ordre 



choisie de fagon a ce que les relevements maximaux conviennent (proposition 2.10). Introduisons 



la relation; nous montrerons ensuite (proposition |2.5[) qu'il s'agit bien d'une relation d'ordre 
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Definition 2.1. On dcfinit la relation suivante sur rcnscmblc 1Z 



, ~ s f 1. onaXcF C (xUTT X (Fhi(F x W 

(X,F X )4(Y,F Y ) si { V xy \ XJ 'j 

[ 2. tout chemin de Ny associe a F Y est egalement associe a F x . 

Remarque 2.2. Si (X, F x ) 4 (Y, Fy), on a tt y (Fix(Fy)) C 7rx (Fix(/x)) ■ En effet si appartient 
a ny (Fix(Fy)) , alors le lacet trivial base en z est associe a Fy done a Fx- 

Remarque 2.3. Si {X, F x ) 4 (Y, Fy) et X = Y, alors (X, Fx) = (Y, Fy). En effet, par hypothese, 
tout chemin de N x — Ny associe a Fy est aussi associe a F x ce qui entraine l'egalite F x = Fy. 

Remarque 2.4. On peut remplacer dans la definition la deuxieme propriete par la propriete a 
priori plus faible 

« il existe dans chaque composante connexe de Ny un chemin associe a Fy et a F x » . 
En effet, supposons l'existence d'un chemin a associe a Fy et a F x dans une composante 
connexe U de N x . Montrons qu'alors tout chemin de U associe a Fy est aussi associe a F x . Soit 
a' C U associe a Fy . Relevons les chemins a et a' en a c Ny et a' C Ny . Choisissons un chemin 
7 joignant l'origine de a a celle de a' . Le chemin Fytff) joint l'extremite de a a celle de a' . Commc 
les composantes connexes de Ny sont simplement connexes, on peut done construire une famillc 
continue (at)te[o.i] de chemins telle que do =&,&% = a' et pour tout t G [0, 1], at ait pour originc 
7(t) et pour extremite Fy(y(t)). Par projection, on obtient alors une famille continue (ctt)te[o,i] 
dc chemins. Comme par hypothese o = a est associe a F x , tons les chemins at sont associes a 
F x . En particulier, le chemin a\ — a' est associe a F x . 

Proposition 2.5. La relation ^ est une relation d'ordre surlZ. 

Demonstration. II est clair que la relation =<; est reflexive. Montrons qu'elle est antisymetrique. 
Supposons {X, F x ) 4 (Y, Fy) et (Y, Fy) 4 (X, F x ). On en deduit X — Y puis (X, F x ) = (Y, Fy) 
d'apres la remarque |2.3| 

Enfin, montrons que ^ est transitive. Supposons (X, F x ) =4 (Y,F Y ) et (Y, Fy) ^ (Z,F Z ). On 
a done : 



X C Y C (XU7r x (Fix(F x ))J et Y C Z c [Y U n Y (Fix(F Y ) 
puis XcZc(fu 7ry(Fix(Fy))) c(lU 7rx(Fix(F x )) 



en utilisant la remarque |2.2| pour obtenir la derniere inclusion. La propriete 2 est immediatement 
verifiee. □ 

Avant de poursuivre, revenons sur la remarque |1.14| Lorsque certaines composantes connexes 
de N x sont homeomorphes a l'anneau ou au tore, il n'y a pas unicitc, s'il existe, du relevemcnt 
{X, F x ) € TZ. Nous avons explique dans l'introduction que cela justifiait la presence de la troisiemc 
condition dans les conclusions du theoreme |0.1| Un exemple d'une telle situation est donne par 
l'homeomorphisme F : C — > C defini par : 

F(z) — e 8iarctan (l^l) z _ 

L'ensemble X — Fix(F) est la reunion du cercle unite et du point 0. On cherche un relevement 
(X, Fx) € Tl ■ choisissons celui qui est associe a la restriction a Nx de l'isotopie / definie par : 

[0,l]xC-> C 



Ce relevement, simple a construire, verifie les deux premieres conditions du theoreme 0.1 mais pas 
la troisieme. 
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Pour le voir, considerons par exemple le sous-ensemble Y — {0,1} de X. Pour satisfaire la 
troisieme condition, il faudrait d'abord trouver un relevement (Y, Fy) £ TZ. D'apres la remarque 
|1.14| Ny n'etant homeomorphc ni a l'anneau ni au tore, un tel relevement est unique. C'est done 
necessairement celui qui est associe a la restriction a Ny de l'isotopie J definie par : 

[0, 1] X C -> C 
' * it z) i— > e it( - 8 arctan (M)- 27r ) z ' 

Mais les chemins t h-> <f>(t,y/3) — e^*-\/3 et t H> ip(t,\/3) — e^" \J?> ne sont pas homotopes 
a extremites fixees dans Ny. Le relevement (X,Fx) ne verifie done pas la fin de la troisieme 
condition. 

Cependant, l'isotopie J est mieux choisie que la precedente car elle verifie Fix(J) = X, ce 
qui montre d'ailleurs que X est fortement non enlace. A la restriction de J a Nx est associe un 
relevement {X, F' x ). C'est celui que l'on obtient a partir de la notion de non enlacement fort et le 
seul a verifier la troisieme condition du theoreme |0.1| On peut caracteriser ce relevement : c'est le 
seul qui appartient a l'ensemble TZ' suivant. 

Definition 2.6. On note TZ' l'ensemble des couples (X, Fx) G TZ tels que pour tout sous-ensemble 
fermc Y C X, il existe (Y,Fy) £ TZ verifiant (Y,Fy) =4 (X,Fx). La relation =<; definit un ordre 
sur TZ' . 

Avant de poursuivre, et pour clarifier les idees, verifions que l'unicite du relevement, qui a 
motive l'introduction de TZ' , est bien une propriete verifiee dans TZ' . 

Proposition 2.7. Soit X C Fix(i ;l ) un sous-ensemble ferme non enlace. On exclut les cas parti- 
culiers suivants : 

- M est l'anneau ou le tore et X est l'ensemble vide; 

- M est le disque et X un singleton ; 

- M est la sphere et X est de cardinal 2. 
Alors il existe au plus un relevement (X,Fx) € TZ' . 

La demonstration de ce resultat repose sur le lemme suivant : 

Lemme 2.8. Soit X C M une partie fermee et T C Nx un lacet. Alors V est homotope a zero 
dans Nx si et seulement si T est homotope a zero dans Nz pour toute partie finie Z C X . 

Demonstration du lemme [KM Si T est homotope a zero dans N x , alors pour toute partie finic 
Z C X on a Nx C Nz done T est homotope a zero dans Nz- 

Reciproquement, supposons que pour toute partie finie Z C X, le lacet T est homotope a zero 
dans Nz- Considerons une surface a bord compacte connexe Kr C Nx contenant P. Un nombre 
fini de composantes connexes de M \ Kr contiennent des points de X. Pour chaque composante 
connexe C de M \ Kr rencontrant X, on choisit un point zq G C P\ X. On note Z l'ensemble fini 
obtenu par reunion de ces points. Enfin, on note N la reunion de Kr et des composantes connexes 
de M \ Kr qui ne rencontrent pas C. 

Considerons le revetement universel 7r : Nz — > Nz de Nz et une composante connexe N C Nz 
de la preimage de N par 7r. Le lacet T se releve a TV en un chemin P issu de z qui est un lacet puisque, 
par hypothese, T est homotope a zero dans Nz- Par ailleurs, remarquons que N est simplement 
connexe car s'il existait une composante connexe bornee de Nz \ N, elle se projetterait sur une 
composante connexe de M \ N ne rencontrant pas Z ce qui contredirait la construction de N et 
Z. Le lacet T est done homotope a zero dans ./V et son projete T est done homotope a zero dans 
N d N x done dans N X - □ 

Demonstration de la proposition \2/^ L'unicite de (X, Fx) est immediate lorsque le groupe des 
automorphismes du revetement universel de Nx est de centre trivial. Lorsque X est fini, cette 
propriete est toujours verifiee ici compte tenu des cas particuliers que nous avons exclus. 
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Supposons maintenant X infini. Soient deux relevements (X, Fx) G TZ' et (X,Gx) G 
Choisissons un point z G Nx et deux lacets a et j3 issus de 2, le premier associe a Fx et le second 
a Gx- Considerons maintenant le lacet T = a./3~ . 

Pour tout sous-ensemble fini Z C X de cardinal au moins 3, par definition de TZ', on peut 
trouver (Z,F Z ) G ft verifiant (Z,F Z ) 4 (X,F X ) et (Z,G Z ) G ft verifiant (Z,G Z ) (X,G X ). 
Mais puisque Z est fini de cardinal au moins 3, le groupe des automorphismes du revetement 
universel de N z est de centre trivial et F z est done unique d'ou Fz — Gz- Les chemins a et /3 
sont done tous deux associes a Fz done T est homotope a zero dans Nz- 

Si Z C I est un sous-ensemble fini de cardinal inferieur ou egal a 2, on peut trouver un 
ensemble Z' fini de cardinal 3 verifiant Z C Z' C X. D'apres ce qui precede, T est homotope a 
zero dans Nz> done dans Nz comme precedemmcnt. 

Nous pouvons done utiliscr le lemme 2.8 et en deduire que T est homotope a zero dans Nx cc 
qui montre que a et /3 sont homotopes dans Nx done Fx = Gx- D 



2.2 Preuve du theoreme lOTTI 

Nous demontrerons dans la partie|3]les resultats suivants concernant l'existence de relevements 
maximaux. 

Proposition 2.9. Soient F G Homeo*(M) et (X,Fx) £ 1Z- Alors il existe (Y,Fy) € 1Z maximal 
verifiant (X,F X ) 4 (Y, Fy). 



Proposition 



2.9 



Soient F G Homeo, t (Af) et (X,Fx) G TV ' . Alors il existe (Y,Fy) G TV maximal 



dans TV verifiant (X,Fx) 4 (Y,Fy)- 



Pour prouver le theoreme |0.1[ il reste a montrer que les relevements maximaux permettent 
l'utilisation du theoreme |0.4| e'est-a-dire sont sans point fixe. 



Proposition 2.10. Soit (X, Fx) <E TZ. S'il existe un point y 6 Fix(i 7 ') \ X dont les releves d Nx 
sont des points fixes de Fx, alors {X, Fx) n'est pas maximal dans (TZ, =4). 

Plus precisement, si Von note Y = XU{y}, il existe (Y, Fy) £ TZ verifiant (X, Fx) =4 (Y, Fy) . 



Proposition 2.10 '. Soit (X, Fx) € TV . S'il existe un point y € Fix(F) \ X dont les releves a Nx 
sont des points fixes de Fx, alors (X, Fx) n'est pas maximal dans (TV , ==;). 

Plus precisement, si I' on note Y = XU{y}, il existe (Y, Fy) € TZ' verifiant (X, F x ) 4 (Y, Fy) . 

Remarque 2.11. Comme Fx commute avec les automorphismes du revetement universel ttx ■ 
Nx — > Nx, s'il fixe un releve a Nx d'un point y e Fix(F) \ X, il les fixe tous. 



tivement 



2.10 



Remarq ue 2 .12. Considerons un rclcvemcnt (X, Fx) G TV. D'apres la proposition |2.1U| (respec- 
), le relevement (X,Fx) est maximal dans TZ (resp. dans TV) si et sculcmcnt si Fx 
est sans point fixe. Ainsi (X, Fx) est maximal dans TZ si et seulement s'il est maximal dans TZ' . 



Avant de demontrer les propositions 2.10 et 2.10[ dans le paragraphe suivant, nous allons 
prouver le theoreme |0.1| Nous nous appuyons pour cela sur les propositions |2.10[ demontree ci- 
apres et |2.9[ demontree dans la partie [3] Signalons que pour obtenir la troisieme condition dans le 
theoreme |0.1 1 nous utilisons ces propositions et non pas les propositions |2.10| et |2.9| ; nous donnerons 
cependant une preuve de l'ensemble de ces resultats. 

Demonstration du theoreme \0.1[ Considerons (0, F) G TZ' ou F est le relevement associe a / de F 

il existe (X, Fx ) G TV maximal et 



2.9 



au revetement universel M de M. D'apres la proposition 
verifiant (0,-F) =<; (X,Fx), ce qu i signifie que tout chemin associe a Fx est aussi associe a F. De 
plus, d'apres la proposition 2.10 , Fx n'a pas de point fixe. □ 



10 



2.3 Elements maximaux de (TZ, =4) et (TZ', =4) 



L'objet de ce paragraphs est la preuve des propositions 2.10 et 2.10 . Celle-ci s'appuie sur la 
proposition |2.13| qui decoule du lemme d' Alexander mais dont nous donnerons une demonstration 
mplete dans la partie [4] II s'agit d'une formulation de la proposition |2.10| dans le langage des 



CO 



isotopies restreintes. Pour deduire les propositions |2 . 10] et |2 . 10[ de la proposition [2TT3J nous allons 



utiliser le theoreme d'Epstein (proposition 1.13 (P3) =>■ (PI))- Signalons que notre preuve du 



theoreme 0.1 fait appel au theoreme d'Epstein uniquement pour ces preuves des propositions 2.10 
ct l2~10l . 

Proposition 2.13. Soient F € Homeo*(M) et (X,I) G I une isotopie restreinte. Soient y € 
Cont(I) \ Fix(J) et Y — X U {y}. Alors il existe (X, I') € X avec I 1 isotopie de i&n x F fixant y 
et homotope a I relativement au complementaire d'un compact de Nx- 

Demonstration de la proposition \HnU\ Remarquons d'abord qu'il suffit de s'interesser a la com- 
posante connexe N de Nx qui contient le point y. En effct, les autres composantes connexes 
sont inchangees lorsque l'on enleve y et leur revetement universel est egalement inchange. Pour 
simplificr les notations, nous supposons done Nx connexe. 

Utilisons le theoreme d'Epstein. D'apres la proposition 1 1 . 13| et la remarque [LMj il exist e une 



isotopie restreinte (X, Ix) telle que (X,Fx) soit associe a (X, Ix). D'apres la proposition 2.13 
on peut modifier (X,Ix) pour obtenir une isotopie (X, Jy) qui fixe y. Considerons le relevement 
(X,Fj Y ) € TZ associe a I'isotopie restreinte (X, Jy). Comme Fj Y est un relevement de Fi Nx qui 
fixe les releves de y, e'est F x - 

Notons ly la restriction de Jy a Ny et considerons le relevement (Y,Fy) E TZ associe a 
I'isotopie restreinte (Y,Iy). II reste a verifier que l'on a bien (X, Fx) =4 (Y,Fy) : 



1. par hypothese, Y = X U {y} verifie X C Y C ( X U TT X (Fix(F x )) 



soit z € Ny- Considerons le chemin Iy(z) qui n'est autre que Jx(z). II est done associe a 



Fy mais aussi a Fx, ce qui acheve la demonstration d'apres la remarque 2.4 



□ 



Nous pouvons egalement demontrer facilement la proposition 2.10| dans le cas particulier ou 



X est totalement discontinu. Cette situation est relativement simple car Y est alors fortement non 



enlace (voir la remarque 1.16) 



Dem onstration de la proposition \2,.l0( lorsque X est totalement discontinu. D'apres la proposition 
il existe une isotopie restreinte (X, Ix) S I associee au relevement (X, Fx). Comme les points 



1.13 



de X sont isoles, cette isotopie se prolonge en une isotopie I definie sur M et fixant les p oints 



de X. Par hypothese, les releves de y a Nx sont des points fixes de Fx- D'apres la proposition 2.13 
on peut modifier / en une isotopie J qui fixe les points de Y. A la restriction a Ny de I'isotopie 
J est associe un relevement (Y, Fy) g TZ. 

Montrons que (Y,Fy) appartient a TZ' . En effet, pour tout sous-ensemble Z C Y, la restriction 
de J a Nz permet de definir un relevement (Z, Fz) € TZ vcrifiant (Z, Fz) =^ (Y, Fy) puisque pour 
tout point z € Ny, le chemin J(z) est associe a Fy et a Fz- □ 



Interessons-nous maintenant a la proposition 2.10 dans le cas ou X n'est pas totalement 



discontinu. Pour la demontrer, nous allons utiliser les lemmes suivants : 

Lemme 2.14. Soient (Z, Fz) et (Y, Fy) deux elements de TZ verifiant Z dY C (^ZU ftz(j?ix-(Fz) 
On suppose de plus que V ensemble Z contient un point y isole dans Y et que les composantes 
connexes de Nz et de Ny qui contiennent y dans leur adherence ne sont homeomorphes ni a 
I'anneau ouvert, ni au disque. 

Alors, tout anneau A C Ny entourant y (e'est-a-dire tel que A U {y} soit un disque) contient 
des chemins associes a Fy . Ces chemins sont de plus associes a Fz- Dans le cas particulier ou 
Ny est connexe, cela signifie que l'on a (Z,Fz) =4 (Y Fy). 
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Demonstration. D'apres la proposition 1.13| il existe une isotopie (Z, Iz) (respectivement (Y, Iy)) 



tel que (Z, Fz) soit associe a (Z,Iz) (resp. (Y,Fy) soit associe a (Y, Iy). Comme y est un point 
de Z isole dans Y done dans Z, le lacet ft = {ly.{Iz)){w) est contenu dans A si Ton choisit 
w sufnsamment proche de y. Choisissons un tel point w puis un lacet T C Ny base en w et non 
homotope a zero dans Ny U {y}. Si Ton suppose que Ny n'est homeomorphe ni a l'anneau ni au 
disque, un tel choix est possible puisque Ny U {y} ne peut alors etre homeomorphe ni au disque 
ni a la sphere. 

On note Cz la composante connexe de Nz dont Padherence contient y ; elle contient egalement 
w. On note egalement ft : Cz — > Cz le revetement universel de Cz et C le groupe des automor- 
phismes de revetement. Choisissons un relevement w € Cz de w et notons ft et T les relevements 
de ft et T issus de w. L'extremite de ft releve w et s'ecrit done sous la forme T(w) avec T E G. 
De meme, l'extremite de T s'ecrit U(w) avec U € G. Remarquons maintenant que Iy definit dans 
Ny, done dans Nz, et plus precisement dans Cz, une homotopie entre T et F(T). L'isotopie {Jz)~ 
definit ensuite une homotopie entre F(T) et T toujours dans Cz- En relevant a Cz ces deux ho- 
motopies successives, on obtient une homotopie libre entre T et T(T). Le long de cette homotopie, 
l'origine de T decrit ft et son extremite U(w) decrit U(ft) d'extremite U oT(w). Or l'extremite de 
f (f ) est f o U(w) et on obtient ainsi U o f [w) = fo U(w) done U o f = f o U. 

Comme Ton suppose que Cz n'est homeomorphe ni au disque, ni a l'anneau, on en deduit que U 
et T appartiennent a un meme sous-groupe monogene infini de G. II existe done (k, I) G Z 2 \{(0, 0)} 
tel que T k = U l ce qui signifie que f3 k et T l sont librement homotopes dans Cz done dans CzU{y}. 
Or j3 est homotope a zero dans Cz U {y} puisque Ton a choisi w de sorte que ft soit contenu dans 
l'anneau A autour de y. En revanche, T l n'est homotope a zero dans Cz U {y} que si i = auquel 
cas, on obtient que T k est l'identite avec k ^ done T est l'identite. Ainsi le lacet j3 est homotope 
a zero dans Cz- On en deduit que Iy(w), qui est associe a Fy , est homotope a extremites fixees 
dans Cz a Iz(w) lui-meme associe a Fz- Ainsi Iy(w) est associe a Fy et a Fz. Par connexite de 
l'anneau A, tout chemin contenu dans A et associe a Fy sera egalement associe a Fz ce qui acheve 
la demonstration. □ 

Nous allons egalement utiliser un lemme topologique qui repose sur des arguments du type 
lemme d'Alexander : 

Lemme 2.15. Soit D un disque ouvert contenu dans un ouvert N d'une surface M. Soient y et 
y' deux points de D. Soient a et ft deux chemins contenus dans N \ D, ay ant meme origine z et 
meme extremite z' . 

Si a et ft sont homotopes a extremites fixees dans N\{y'}, alors Us sont homotopes a extremites 
fixees dans N \ {y}. 

Demonstration. Soit tfi : [0, l] 2 — > N une homotopie entre a et ft, a valeurs dans N\{y} e'est-a-dire 
verifiant : 

- pour tout t E [0, 1], cj>(0,t) = a(t) et <p(l,t) = ft(t) ; 

- pour tout s € [0, 1], 4>(s, 0) = z et <p{s, 1) = z' . 

Comme D est ferme, et a, ft sont contenus dans son complementaire, il existe e e]0, 1[ tel que 
pour tout (s, t) £ ([0, e] U [1 — e, 1]) x [0, 1] Ton ait 4>(s, t) D. Par ailleurs, on peut construire une 
isotopie (V's)sg[o,i] entre l'identite id^v et elle-meme, a support dans D, verifiant : 

Vse[e,i-e] Mv') = y 

Une construction plus detaillee de ce type d'application figure dans la partie [4] L'application 
(s,t) i — ^ ■0 s ((/)(s, i)) realise une homotopie entre a et ft dans N \ {y} car (j)(s,t) ne vaut jamais y' 
done ii) s (4>{s, t)) n'est jamais y. □ 

Nous supposons ici que X n' est pa s totalement discontinu, et en particulier que X est infini. 



Dans la preuve de la proposition 2.10 nous avons en general construit le seul relevement (Y,Fy) 
possible sauf dans un cas bien particulier : lorsque la composante Cx de Nx contenant y est un 
disque. En effet, dans ce cas, le groupe des automorphismes de revetement de Cy — Cx \ {y} n'est 



pas de centre trivial (voir remarquc 1.5| 
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Une premiere etape de la preuve va consister a choisir Fy convenablement lorsque Cx est un 
disque ; ce relevement Fy sera fourni par la proposition qui suit. 

Proposition 2.16. Soient \X,Fx) S TZ' et y € Fix(F) \ X tel que les releves de y a Nx soient 
des points fixes de Fx- On suppose X de cardinal superieur ou egal d 2, on note Cx la composante 
connexe de Nx contenant y et Cy — Cx \ {y}- 

Alors, il existe un unique relevement (Y, Fy) € TZ verifiant : 

1. (X,F X ) (Y,F Y ); 

2. pour tout sous-ensemble fini Z\ C X de cardinal superieur ou egal a 2, en notant Z = Z\\j{y} 
et (Z,Fz) <G TZ I'unique relevement correspondant, tout chemin de Cy associe a Fy est 
associe a Fz ■ 

Demonstration. Commencons par verifier, pour tout sous-ensemble Z\ C X de cardinal superieur 
ou egal a 2, l'existence et l'unicite de (Z, Fz) e TZ ou Ton a pose Z — Z\ U{y}. D'apres l'hypothese 
(X,F X ) G TZ', il existe (Zi,F Zl ) € 1Z verifiant (Zi,F Zl ) 4 (X,F X )- On en deduit, puisque les 
releves de y sont des points fixes de Fy, q u'ils sont egalement points fixes de Fz x d'ou l'existence de 



(Z, Fz) G TZ d'apres la proposition 2.10 L'unicite de (Z, Fz) provient quant a elle de la remarque 
1.5| car Z est fini de cardinal superieur ou egal a 3. 

Nous allons maintenant proceder en deux etapes. Dans un premier temps, nous allons montrcr 
que pour tout sous-ensemble fini Z\ C X de cardinal superieur ou egal a 2, en posant Z = ZiL){y}, 
il existe un unique relevement (Y, Fy) g TZ verifiant (X, Fx) =4 (Y,Fy) et tout chemin de Cy 
associe a Fy est associe a Fz- Dans un second temps, nous montrerons que ce relevement (Y, Fy) 
ne depend pas de Z\ ; la demonstration sera alors achevee. 

Construction de (Y, Fy) pour un sous-ensemble fini Z\ C X fixe, de cardinal supe- 
rieur ou egal a 2. Remarquons que l'on peut travailler independamment sur chaque composante 
connexe de Nx- Sur le revetement universel des composantes connexes de Nx autres que Cx, la 
premiere condition impose de choisir Fy coi'ncidant avec Fx autrement dit l'on definit Fy a partir 
des chemins associes a Fx qui seront egalement associes a Fy. 
Interessons-nous maintenant a Cx et distinguons deux cas : 

si Cx n'est pas homeomorphe au disque, l'existence de (Y, Fy) e TZ verifiant (X, Fx) =4 

Par ailleurs, 



(Y, Fy) est assuree par la proposition 2.10 et son unicite par la remarque 
le lemme 



2.14 



1.5 



applique a [Z, Fz) , (Y,Fy) et au point isole y assure l'existence de chemins 
de Cy associes a Fy et a F^. 

si Cx est homeomorphe au disque, utilisons la proposition |1.13| : il existe une isotopie res- 
treinte (Z,Jz) telle que (Z,Fz) soit associe a (Z, Jz). Si w € Cx est suffisammcnt proche 
de y isole dans Z, alors Jz(w) est contenu dans l'anneau Cy. Parmi les relevements Fy 



possibles (il en existe d'apres la proposition 2.10), on choisit celui associe a Jz(w) et on 
obtient la propriete recherchee. 
Le relevement (Y,Fy) construit ne depend pas de Z\. Cette propriete est immediate 

lorsque Cx n'est pas homeomorphe au disque, puisque l'on a alors unicite d'un relevement (Y, Fy) 



verifiant (X, Fx) =4 (Y, Fy) (remarque 1.5 1. Nous allons maintenant chercher a la demontrer 
lorsque Cx est homeomorphe au disque. 

Soient Z\ C X et Z' x C X deux sous-ensembles finis de cardinaux superieur ou egal a 2. On 
note Z = Zi U {y}, Z' = Z' x U {y} puis Z'{ = Z 1 L)Z' 1 et Z" = Z'{ U {y}. La construction precedente 
fournit trois relevements (Y,Fy), (Y',Fyi) et \Y",Fyn) tels que les chemins de Cy associes a 
Fy, Fv> et Fyn soient egalement associes respect ivement a Fz, Fz< et Fz><- D'apres le lemme 



2.14 



pplique a (Z, Fz) et {Z" ,Fz») d'une part, a [Z',Fz>) et (Z",Fz") d'autre part, le point 
isole etant y, on a (Z, F z ) =^ (Z",F Z '<) et (Z',F Z ') ^ (Z",Fz")- Un chemin de Cy associe a 
F\y" est associe a F Y mais il est done egalement associe a F\y et Fw> done a Fy et F Y d'apres la 
construction de Fy et Fy. On en deduit F Y = Fy comme espere. □ 

Nous pouvons maintenant demontrer la proposition |2. 10| . 
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Demonstration de la proposition 2.10' dans le cas general. On suppose ici X infini, le cas fini ayant 



deja ete traite. La proposition 2.16 fournit un relevement [Y, Fy) bien determine. Nous considerons 
desormais ce relevement. 

Nous pouvons maintenant verifier que (Y,Fy) appartient a TZ'. Considerons done un sous- 
ensemble ferme Z de Y — X U {y} et montrons l'existence de (Z,Fz) G TZ verifiant (Z, Fz) =4 
(Y,Fy). II n'est pas restrictif de supposer que Z est de cardinal superieur ou egal a 3. En effet, 
si Z est de cardinal au plus 2, on peut choisir Z' de cardinal 3 verifiant Z C Z' C Y. Si l'on 
sait construire (Z'.Fz') G TZ verifiant (Z',Fz>) =4 (Y,Fy), alors Z' est fortement non enlace (et 
F z > est unique) et on peut done trouver (Z,F Z ) G TZ verifiant (Z,F Z ) =4, (Z',F Z >) =4 (Y,F Y ). On 
considere done Z de cardinal superieur ou egal a 3. Deux cas se presentent. 

Le premier cas est celui ou Z est un sous-ensemble ferme de X. Dans ce cas, puisque (X, Fx) 
appartient a TZ' , il existe (Z,Fz) G TZ verifiant (Z,Fz) =4 (X,Fx) et par transitivite (Z,Fz) =4 

(Y,Fy). 

Le deuxieme cas est celui ou Z est de la forme Z = Z\ U {y} avec Zi sous-ensemble ferme 
de X. On note Cz 1 la composante connexe de Nz t qui contient y et Cz = Cz 1 \ {y} ■ Comme 
precedemment, puisque (X, Fx) appartient a TZ' , on sait qu'il existe [Z\,Fz^) G TZ verifiant 



(Zi, Fz ± ) =4 (X, Fx) =4 (Y, Fy). La proposition 2.10 assure l'existence d'un relevement (Z, Fz) G TZ 



verifiant [Zi, Fz x ) =4 (Z, Fz). On a vu qu'il y a en general unicite de ce relevement sauf dans le 
cas particulier ou Cz est homeomorphe a l'anneau et il faut alors choisir Fz convenablement. Soit 
A C Cy un anneau autour de y, de sorte que Au{y} soit un disque. Lorsque Cz est homeomorphe 
a l'anneau, on choisit le revetement Fz tel que les chemins contenus dans A et associes a Fy (il 
en existe) soient associes a Fz. 



2.4 



il sufRt 



II faut maintenant verifier que l'on a (Z,Fz) =4 (Y,Fy). D'apres la remarque 
de montrer que dans chaque composante de Ny, il existe un chemin associe a Fy et Fz- Plus 
precisement, il sufRt de montrer ce resultat dans chaque composante connexe de Cz H Nx- En 
effet, par construction de Fz, dans les composantes connexes de Nz autres que Cz, les chemins 
associes a Fz sont les chemins associes a Fz x qui verifie (Zi,Fz ± ) =4 (Y 7 Fy). 

1. Interessons-nous d'abord a la composante connexe U* = Cx de Cz H Nx bordant y. 
Plusieurs cas se presentent : 

(a) si Cz est homeomorphe a l'anneau, on a choisi F z de sorte que U* contienne un chemin 
adapt e a Fy et a Fz ; 

(b) si Cz n'est pas homeomorphe a l'anneau, on considere un sous-ensemble fini W\ C Z\ 
de cardinal au moins 2 et on note W — W\ U {y}. Considerons un anneau A C Ny 
autour de y (tel que A U {y} soit un disque). On sait qu'il existe un unique relevement 
(W, F\y) £ TZ et que A contient un chemin a associe a F\y- 

Considerons tout d'abord l'inclusion W G Z avec W contenant y isole dans Z, Cz non 
homeomorphe a l'anneau, de mime que la co mposa nte connexe de Nw bordant y (car 



W\ est fini de cardinal au moins 2). Le lemme 2.14 assure que a est associe a Fz- 
Considerons ensuite l'inclusion W CY. D'apres la proposition |2.16| a est aussi associe 
a Fy. On a obtenu un chemin a G U* associe a Fz et Fy. 

2. Interessons-nous maintenant aux autres composantes connexes de C'z H Nx et choisissons 
done une composante connexe U de Cz H Nx autre que U* . D'apres la proposition 1 1 . 13] il 
existe une isotopie restreinte (Y, Iy) associee a Fy. II faut montrer que Iy(z) est egalement 
associee a Fz, pour un point z G U . 

Pour cela, considerons un point w G dU accessible par un arc simple f3 a valeurs dans 
U (voir figure [I]) . On considere de meme un point w' G dU* distinct de w et accessible 
par un arc simple j3' a valeurs dans U* issu de y. Notons W\ = Z\ U {w, w'} et W = 
ZD {w,w'} = Zi U {w,w',y}. Puisque (X, F x ) appa rtient a TZ' , il existe (Wi,F Wl ) G 



2.10 



assure l'existence d'un relevement 



TZ verifiant (Wi, -FvKi ) {X,Fx)- La proposition 
(W, F\y) G TZ verifiant {Wx.Fwx) =4 \W,Fw). II existe comme precedemment une isotopie 
restreinte (W, I\y) associee a (W, Fw) (qui se prolonge en (Wi,/vKi) associee a Fw t ). 
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X 



Figure 1 - Demonstration de la proposition [2?10f 

Si z £ j3 est suffisamment proche de w, alors les deux arcs Iy(z) et I\y( z ) sont disjoints de 
j3'. On peut alors trouver un disque ouvert D C Nx verifiant w' £ 3D et /?' C (DLi{w'}) ct 
tel que 2x(*0 et ^w(^) ne rencontrent pas D. Or on a (Wi,.FWi) (X,Fx) done iy(z) est 
homotope dans Nw x a Jv^(z). Si y' £ (3' est suffisamment proche de w' , Iy(z) et I\y( z ) sont 



homotopes dans Nw x \ {y'}- D'apres le lemme 2.15 les chemins Iy(z) et Iw{z) sont done 
homotopes a extremites fixees dans Nw% \ {y} = Nw Or Iw{z) est associe a Fyy done Iy(z) 
Test aussi. Ainsi, on a bien trouve un chemin Iy{z) associe a Fy et Fz comme attendu. □ 

3 Existence de relevements maximaux 

3.1 Suites croissantes de (71, =4) 

Ce paragraphe est consacre a la demonstration des propositions |2.9| et |2.9[ . L'existence de 
relevements maximaux dans (TZ, =4) repose sur le lemme de Zorn. L'essentiel des difficultcs consiste 
a montrer la proposition suivante : 

Proposition 3.1. Soit F £ Homeo*(M). Soit (X„,i^„) ngN une suite strictement croissante dans 
(TZ,^). Alors la suite admet un majorant (-Xooj-Poo) £ TZ verifiant Xoo — X n . 



Proposition 3.1 . Soit F £ Homeo*(M). Soit (X n , F n ) ^ une suite strictement croissante dans 



(TZ 1 , =4). Alors la suite admet un majorant (loo,f=o) £ TZ' verifiant Xca = X n . 

ties 

Demonstration de la proposition \2.S\ Rappelons que l'on suppose donne (X,Fx) £ TZ. On utilise 
le lemme de Zorn avec l'ensemble £ des relevements (Y, Fy) £ TZ qui verifient (X,F X ) < (Y,F Y ). 
On va done montrer que TZ est inductif. Soit T = (Yj ,Fj^ . gJ une famille de £ totalement ordonnee. 
Si JF contient un element maximal, la demonstration est achevee. Sinon, l'ensemble Y = (J Yj 
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est distinct de chaque Yj d'apres la remarque 2.3 Comme M est separable, on peut trouver une 



suite croissante d'enscmbles finis (X n ) n ^ verifiant : 



(J X n C Y et \J X n = Y. 

Or, T est totalement ordonnee. Pour tout entier n € N, comme X n est fini et contenu dans 
Y, il existe done un ensemble Yj n contenant X n . Nous allons maintenant extraire de la suite 
(Yj n , Fj n j neN une sous-suite strictement croissante dans (TZ,=4). 

Pour tout entier n£N, puisque Yj n est distinct de Y , il existe un entier m > n tel que Ton 
n'ait pas X m C lj„, ni a fortiori Yj m C Y^. Comme T est totalement ordonnee, on cn deduit 
(Yj n , Fj n ) =^ ( Yj m , Fj m ) avec Fj n 7^ Yj m . II existe done une sous-suite (Yj 9( n) , ) ngN de la suite 
(Yj„, -Pj'„) neN ) strictement croissante dans (7Z,=4). D'apres la proposition 3.1 cette sous-suite est 
majoree par un element de la forme (Y, Foo) G 1Z. 

II reste a verifier que (Y, Fqo) majore bien tous les elements de T. Soit [Y',F') G T un tel 
element. Si on avait X n C y' pour tout n G N, on aurait aussi Y G Y', ce dernier ensemble etant 
ferme. Comme J 7 est totalement ordonnee, (Y',F'j serait alors un element maximal de J 7 , ce qui 
contredit l'hypothese. II existe done un entier n G N tel que Ton n'ait pas X n G Y' ce qui entraine 
(Y',F') =4 (Yj n ,Fj n ) =4 (Voo,-Foo)- Le relevement (1^00,^00) est bien un majorant de J ' . □ 



Demonstration de la proposition\2. S\'. La demonstration est identique a celle de la proposition 2.9 



en remplagant 1Z par TV et en utilisant la proposition 3.1 au lieu de la propostion|3.1[ □ 



Nous allons maintenant demontrer la proposition 3.1 Une partie de la preuve (le lemme 3.3 1 
sera reportee au paragraphe suivant. 

Demonstration de la proposition \3J\ Introduisons l'ensemble 



Xoo — y X n et son complementaire Noo = M \ oo . 

TiGN 

Le revetement universel de A^oo est obtenu par reunion des revetements universels de chaque 
composante connexe de N^. De plus, M. Brown et J.M. Kister [BK84] ont montre que F fixe les 
composantes connexes de A^oo • H suffit done de definir i^oo sur chaque composante connexe de Noo ■ 

Plagons-nous dans une composante connexe de iVoo- On peut alors ecrire comme la 
reunion d'une suite croissante de surfaces a bord, compactes et connexes : N'^ = UnGN-^n de 
sorte que M\M' n ait toujours un nombre fini de composantes connexes [Whi57j . Ensuite, pour 
tout n G N, nous notons M n la reunion de M' n et des composantes connexes de M\M' n qui ne 
rencontrent pas X^. Ainsi, d'une part A^, est la reunion croissante des sous-varietes connexes a 
bord M„, d'autre part chaque composante connexe de M\M n rencontre X^. Quitte k extraire 
une sous-suite, on peut egalement supposer F(M n ) G M n+1 . 

Les composantes connexes de M \ M n sont en nombre fini et chacune intersecte Xqo ■ U existe 
done une suite extraite (^^(n))„ gN telle que pour tout n G N, chaque composante connexe de 
M\M n intersecte au moins un point de X v r n \. Pour eviter d'alourdir inutilement les notations, 

nous pouvons remplacer la suite (X n ,F n ) par la suite ( X v r n \, F v i n \ ) ou en d'autres termes 

supposer que les composantes connexes de M\M n contiennent chacune au moins un point de X n . 

Pour tout n G N, on introduit egalement N n = M\X n et 7r n : N n — > N n son revetement 
universel. Enfin, on choisit arbitrairement un point de la pre-image de Mq par 7r„ et pour tout 
m G N, on note C N n la composante connexe de la pre-image de M m par 7r„ contenant ce 
point. 

Remarque 3.2. Si n > m, la composante est une surface a bord dont les bords sont des 
droites (ou un cercle dans le cas particulier ou M m est un disque). De fait, est simplement 
connexe. En effet, A^^ est simplement connexe et toutes les composantes connexes de M\M m 
contiennent un point de X m et done de X n . 
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Nous avons vu precedemment que lorsqu'il existe un relevement (Y,Fy) £ TZ, tout lacet de 



Ny est librement homotope a son image (proposition 1.13). Une premiere etape de la preuve de 
la proposition |3 . 1 1 sera de prouver le resultat a priori plus faible suivant que nous allons admettre 
momentanement . 

Lemme 3.3. Pour tout lacet T C N^, il existe une homotopie libre dans entre T et F{T) 
qui, pour tout n £ N, est associee a F n . 



Achevons la preuve de la proposition 3.1 et construisons le relevement F^. Choisissons un lacet 



r C N'^ base en un point z £ N^. D'apres le lemme 3.3 il existe une homotopie libre entre T et 
F(T) qui, pour tout n £ N, soit associee a F n . Notons a le chemin decrit par z le long de cette 
homotopie. Nous allons montrer que ce chemin est adapte a X^. 

Pour cela, considerons un lacet 7 C N'^ base en z. II existe un entier n £ N tel que les lacets 7 
et -FX7) ainsi que le chemin a soient tous contenus dans M n . Choisissons un relevement z n £ M™ 
de z a N n . Alors les lacets 7 et a.F{^).aT se relevent en deux chemins issus de z n e ntiere ment 
contenus dans M n . Or a, associe a F n , est done adapte a X n d'apres la proposition 



1.10 



II en 

resulte que les lacets 7 et a.F("/).a~ sont homotopes dans N n . Leurs relevements dans N„. d 'origine 

ils sont 



3.2 



z n ont done meme extremite. Comme M n est simplement connexe d'apres la remarque 
homotopes dans M n a extremites fixees. Cette homotopie se projette sur une homotopie dans M n 
done dans N'^ ent re les lacets 7 et a.F(^).a~ . Nous avons bien montre que a est adapte a X^. 



La proposition 1.10 assure l'existence de F^ et le chemin a sera associe a F x . Enfin, pour 
tout n £ N, le chemin a est associe a et a F n , ce qui montre (X n ,F n ) =4 (^00, grace a la 
remarque |2.4| □ 



Demonstration de la proposition \3.1\ '. II faut maintenant montrer que si l'on suppose que pour 
tout entier n le relevement (X n ,F n ) appartient a 1Z\ alors (X^cFoo) que l'on vient de construire 
appartient lui aussi a 1Z' . Pour cela, considerons un sous-ensemble ferine Y C X^. II suffit de 
montrer que le chemin a est adapte a Y. En utilisant la proposition |1.10| on en deduira qu'il 
existe un relevement (Y, Fy) £ TZ verifiant (Y, Fy) =4 (Xqo, i^oo)- 

Soit un lacet T C Ny base en z, origine de a. Notons A le lacet a.F(T).a~ . Comme A est 
compact et Y est ferine, on peut construire un voisinage compact de A qui ne rencontre pas Y et 
qui est une variete a bord. Notons M' la variete a bord obtenue en reunissant ce voisinage avec les 
composantes connexes de son complcmentaire qui ne rencontrent pas Y . Remarquons que M\ M 
a un nombre fini de composantes connexes. On choisit un point x t £ UjgN dans chacune de ces 
composantes connexes; on obtient une famille finie (xj)i<i< p . II existe done jo £ N tel que Xj 
contienne tous les (xi)\<i< p . Comme a est adapte a Xj , les lacets T et A sont homotopes dans 
N j0 =M\X j0 . ^ 

Notons TTj : Nj ~ > iVj D le revetement universel de Nj . Relevons T a Nj en un chemin T et 
relevons ensuite A - en A - a partir de l'extremite de T. Puisque T et A sont homotopes dans Nj , 
r.A~ est un lacet. On note M' la composante connexe de 7r~ 1 (M') qui contient T. Par construction 
de M' et de la famille (a;j)i<j< p , l'ensemble M' est simplement connexe. Le lacet T.A - est done 
contractile dans M' . De plus, M' ne rencontre pas la preimage par Ttj de Y \ Xj a . II en resulte 
que r.A - est contractile dans la preimage de Ny done T.A est contractile dans Ny. On a montre, 
comme annonce, que a est adapte a Y. □ 

3.2 Homotopie entre tout lacet et son image 



Pour demontrer le lemme 3.3 nous allons avoir besoin de deux lemmes preliminaires. 



Lemme 3.4. Soit T C un lacet non contractile base en un point z £ M . On se donne un 
entier m suffisamment grand pour que les proprietes suivantes soient verifiees : 

- les lacets T, F(T), F 2 (T) sont inclus dans M m ; 

- il existe un chemin S joignant z a F(z) tel que S et F(S) sont inclus dans M m . 
Alors il existe une homotopie libre J m de T a F(T) a support dans M m et associee a F n 



m • 
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Figure 2 - Demonstration du lemme \3A\ 



Demonstration. Notons G m le groupe des automorphismes de revetement du revetement universel 
7r m : N m — > N m . Considerons un relevement T de T a N m issu d'un releve z £ M™ de z ct 
commengons par montrer que T n'est pas un lacet. 

Par l'absurde, si c'etait le cas, alors T serait un lacet contenu dans M™ qui est simplement 
connexe d'apres la remarque |3.2| Ainsi T serait contractile dans M m , ce qui contredit les hypotheses 
du lemme. Ainsi T n'est pas un lacet. II en resulte que le chemin T joint z a un point de la forme 
T(z), oil T £ G m est distinct de l'identite. 

Montrons maintenant que F m (T) est contenu dans M™ et done en particulier que F m (z) 
appartient a M™. Par hypothese, T est inclus dans M™. On en deduit que T(z) £ M™, et done 
que T(M™) = M™. Notons S le relevement de 5 a N m d'extremite F m (z). L'origine de 5 s'ecrit 
S(z), oil S £ G m (voir la partie gauche de la figure [2]). La composante connexe de n~ 1 (M rn ) 
qui contient F m (z) est done S(M™). Nous allons supposer que S(M™) ^ M™ et aboutir a une 
contradiction. 

Par hypothese, nous savons que F m (T) est inclus dans S(M™). Puisque F m (T) joint F m (z) 
a F m o T{z) = T o F m (z), on en deduit que T stabilise 5(M™). Pour les memes raisons, cet 
automorphisme stabilise egalement 5 2 (M™). En effet, F^(f) joint F^(z) a F^of (z) = f oF^(z) 
et est inclus dans une composante connexe de 7r (M TO ) ; il faut montrer que e'est S 2 (M™). II 
sufht pour cela de remarquer que appartient a S 2 (M™). En effet, par hypothese, on sait que 

F m {8) est inclus dans une composante connexe de n (M m ), que son origine F m oS{z) = SoF m (z) 
est inluse dans S 2 (M™) et que son extremite est F 2 n (z). 

Puisque M m est une surface a bord, toute composante connexe 7 de la preimage 7r~ 1 (i9M m ) 
de la frontiere de M m est une droite topologique proprement plongee dans N m et son stabilisateur 
dans G m est un groupe monogene infini G(-y). De plus pour tout U £ G m , s'il existe un entier r =/= 
tel que U r £ G(7), alors U £ G("f). Ceci implique que si 7' est une autre composante connexe de 
de TT^ n 1 (dM m ), alors G("f) = G(-f') ou G(j) n G(j') = {id^ }. II existe une composante connexe 
a de la frontiere de M™ qui separe l'interieur de M™ de S(M™). On sait alors que /3 = S(a) est 
la composante connexe de la frontiere de S(M™) qui separe l'interieur de S(M™) de S 2 (M™). 
L' automorphisme T, stabilisant M™ et S(M™), stabilise egalement a. De meme, puisqu'il stabilise 
S(M%) et S 2 (M%), il stabilise egalement % De f ^ id^ m , on deduit G{a) = 8(0). 

Puisque G(f3) est l'image de G(a) par l'automorphisme interieur U i-» S o U o S~ x , cet auto- 
morphisme laisse invariant G(a). Ainsi, si U est un generateur de G(a), alors So Uo S^ 1 en est 
egalement un, et on a done SoU = UoSouSoU = U^ 1 o S : 
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- dans le premier cas, on sait que S et U engendrent un groupe monogene infini, ce qui n'est 
possible que si S est dans G(a) ; 

- dans le second cas, on obtient U^ 1 = S o U o S^ 1 puis : 

uos 2 = (u- 1 )- 1 o s 2 = (s o u o s- 1 )- 1 o S 2 = S o If- 1 o s = S 2 o u 

et on peut conclure au meme resultat. 
La contradiction provient de ce que S ne stabilise pas a. On vient de montrer S(M™) = M™ et 
done, comme annonce, F m (z) est contenu dans Af™. 

Poursuivons la demonstration : nous pouvons done choisir un chemin 77 de z a F m (z) contenu 
dans qui se projette en un chemin 77 de z a F(z) (voir la partie droite de la figure^. Le 
chemin F m (T) a pour origine F m (z) et pour extremite F rn o T{z) qui n'est autre que T o F m (z) 
extremite de T{fj). On peut done construire une homotopie libre J m entre T et -F m (r) telle que 
i parcoure r) le long de l'homotopie. Cette homotopie J m se projette en une hom otopie libre J m 



entre Y et F m (T). Comme M™ est simplement connexe d'apres la remarque 3.2 on peut choisir 
J m a support dans M m . De plus, comme rj est associe a F m , l'homotopie J m est associee a F m et 
a support dans M m . □ 

Demonstration du lemme HOI Considerons un lacet V C N'^, non contractile dans N^, base en 
un point z € N^. On considere egalement un chemin S de z a ^(2) contenu dans A^. II existe 
un entier m £ N tel que L, -F(r), F 2 (r), 5 et F(<5) soient contenus dans M m . On en deduit que 
L n'est pas contractile dans N m . D'apres le lemme [3~4} pour tout n > m, il existe une homotopie 
libre J„ de T a F(T) a support dans et associee a F n . Considerons l'isotopie J m ; nous allons 
prouver qu'elle est associee a F n pour tout n £ N. 

Notons a m — J m (z). Le chemin a m est associe a i 7 ^ done egalement associe a F n pour tout 
n < m car la suite (X p ,i^ p ) pgN est croissante pour II en resulte que pour tout n < m, J m est 

associee a F n . 

Pour tout n > m, on choisit un relevement T n C Af™ de T a iV„. Notons a„ = J n {z). Ce 
chemin a„ est associe a F n done a F m , toujours d'apres la relation d'ordre ^. D'apres la remarque 



1.12 a n est homotope a a m a extremites fixees dans N m . II reste a montrer qu'ils sont en realite 
homotopes dans N^. 

Pour cela, considerons le lacet a„.a m . Notons z un relevement de z au revetement universel 
JV^j de N'qq. Relevons le chemin a n en un chemin a n issu de z puis a~ en un chemin d~ issu 
de l'extremite de a n . II existe un automorphisme T du revetement 7T : TV^ — >• tel que l'ex- 
tremite de d n .o;~ soit T(5). De meme relevons T en un chemin L c d'origine z. Notons U 
l'automorphisme du revetement it : — > envoyant l'origine de T sur son extremite. 

On retrouve les arguments employes a la fin de la demonstration de la proposition |2.10| . 
L'homotopie J n .J~, entre T et lui-meme, se releve en une homotopie entre le chemin T et le 
chemin T\T) d'extremite To U(z). D'autre part, l'extremite U(z) de T decrit ?7(d„.d~) le long 
de l'isotopie et est done envoyee sur U o T(z). On en deduit U oT — T o U . 

Si n'est ni le tore, ni l'anneau, il en decoule que U et T appartiennent a un meme sous- 
groupe monogene du groupe des automorphismes de revetement. Ce resultat perdure si N'^ est 
l'anneau car le groupe des automorphismes de revetement est alors monogene. Enfin, ne peut 
ctrc le tore car c ela si gnifierait que est vide ce qui est impossible compte tenu des hypotheses 
de la proposition 3.1 Finalement, il existe toujours (fc, I) € 1? tel que T k — U l 



Cela signifie que (a n .a~ ) k est librement homotope a T l dans done dans N m . Or le premier 
lacet est homotopiquement trivial dans N m tandis que le second ne l'est que si I = auquel cas T 
est l'identite. On obtient alors que a n et a m sont homotopes dans a extremites fixees. Comme 
a n est associe a F n , a m est egalement associe a F m et finalement J m est associee a F n . □ 



4 Lacets contractiles 



L'objet de cette partie est la demonstration de la proposition |2.13| Nous allons en fait demontrer 
la proposition 4.1 plus precise. Nous en donnerons une preuve topologique qui consiste a ramener 
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le lacet contractile sur un point. Le cas le plus simple est celui ou le lacet est entierement contenu 
dans un disque de Nx ', nous l'abordcrons en premier avant de nous interesser au cas general. 

Proposition 4.1. Soient F £ Homeo*(M) un homeomorphisme et (X,I) £ X une isotopie res- 
treinte. Soit y G Cont(J) \ Fix(J). Alors il existe une isotopie restreinte (X,I') € 1 fixant y et 
homotope a I relativement au complementaire d'un compact de Nx- 

Lemme 4.2. Soit D un disque topologique ferme de M . 

Alors il existe une famille (4> xx i s)(x x' s)ebxDx[o l] d'homeomorphismes de M verifiant : 

1. I'application (x, x', s) <f> x ' , est continue de D x D x [0, 1] dans Homeo^M). 

2. pour tout (x,x', s) € D X D X [0, 1], la restriction {4> xx i s )\m\d es t I'identite de M\D ; 

3. pour tout (x, s) E D x D x [0, 1], I 'homeomorphisme cf> xx s est I'identite de M ; 

4- pour tout (x,x') € D x D x [0, 1], I 'homeomorphisme 4> xx , est I'identite de M ; 

5. pour tout (x,x') e D x D, on a 4>xx' i( x ) = x> ■ 

Demonstration. Considerons un homeomorphisme h : D — > D entre D et le disque unite ferme 
D dc M 2 . Considerons ensuite l'homeomorphisme k du disque unite ouvert D sur M 2 defini par 
k(z) — tan (f |z|) z pour tout zeD, Enfin, pour tout u £ M 2 , notons t u : x H> x + u la translation 
affinc de M 2 de vecteur u. Pour tout (x, x' ,s) € D x D x [0, 1], on definit <fi xx , s par : 

{<t>x,x>,s)\b = h ^ ° fc_1 ° t s .(koh(x')-koh{x)) okoh Ct (^s'.JlMVD = id M\_D 

L'application (4> xx > s )ifj est un homeomorphisme de D qui se prolonge par continuity, ainsi que sa 
reciproque, en I'identite sur le bord dD de D. On en deduit que l'on a bien defini un homeomor- 
phisme 4> x x , s de M. Grace a la continuite de (x,x',s) i-> (4> xx i s )\f), on obtient l'assertion 1. Les 
trois assertions suivantes sont faciles a verifier. Enfin, un calcul rapide conduit a (<fi xx , i)if){%) = x' 
qui n'est autre que la derniere assertion. □ 

Lemme 4.3. Soit un disque topologique ferme d'une surface N , x et x' deux points de D^, 
7 et 7' deux chemins de I'interieur de Dn d'origines x et d'extremites x' . II existe une isotopie 
J = (G() te [ .i] de I'identite de Dn a elle-meme verifiant : 

1. J est a support dans Djy ; 

2. pour tout t € [0, 1], on a G t o j(t) = j'(t) ; 

3. J est homotope a extremites fixees a I'isotopie identite relativement au complementaire de 
D N . 

Demonstration. On utilise le lemme precedent et pour tout t S [0, 1], on definit Gt par : 

°t = ^7(t), 7 '(t),l 

L'application H definie par : 

H(s.t) = 6 D K , M 

realise bien une homotopie entre I'isotopie identite (H(0,t))t et I'isotopie {Gt)t = (H(l,t)) t , rela- 
tivement au complementaire de Dat. □ 

Remarque 4.4. Dans le cas particulier ou le lacet 7 = I(y) est contenu dans un disque ferme 
D N C N x , la proposition |4.1| est un corollaire immediat du lemme |4~3} En effet, celui-ci assure 
l'existence d'une isotopie J = (G t ) tS [ 0! i] de I'identite de N x a elle-meme a support dans Djv et 
verifiant, pour tout t g [0, 1], Gt o 7(f) = y. L'isotopie restreinte (X, I') definie par /' = J o I 
convient. 

Le principe de la demonstration qui suit est de se ramener a ce cas particulier. 
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Demonstration de la proposition [^T7[ Notons l'isotopie restreinte (X,I) G X sous la forme I — 
(Ft)te[o,i]- Considerons le carre K = [0, l] 2 et un parametrage 9q : [0,1] — > dK du bord de K 
verifiant 9 (0) = 6 (l) = (0,0). Soit tp : dK -> N Y definie par p 9 (t) = F t (y) pour tout 
t G [0, 1]. Comme I(y) est un lacet, tp est correctement definie et continue sur dK. De plus le lacet 
I(y) est contractile, done tp se prolonge en une application ip : K — > Nx continue (nous conservons 
la notation tp apres prolongement). 

Pour tout n G N avec n > 2, on peut decouper le carre K en n 2 « petits carres » de cote ^ de 
la forme ^±1] x [— , 2±1] avec a € {0, . . . , n — 1} et 6 € {0, . . . , n — 1}. Comme ip est continue 
sur le compact K, il existe un entier n > 2 tel que l'image par de chacun des n 2 « petits carres » 
soit contenue dans l'interieur d'un disque topologique ferme de M. On choisit desormais une telle 
valeur de n. 

Nous allons maintenant construire une famille decroissante (-Ki)o<i<n 2 de sous-ensembles de 
K telle que pour tout i G {0, . . . , n 2 — 1}, Ki soit la reunion, qui est simplement connexe, de n 2 — i 
« petits carres » fermes, definie de la facpn suivante : 

- on pose K — K ; 

- soit i€ {l,...,n 2 -l}; supposons construit comme reunion de n 2 — i + 1 « petits car- 
res ». Parmi ces « petits carres », on considere, parmi ceux contenant les points d'ordonnccs 
maximales, celui qui contient les points d'abscisses maximales et on le note (7$. On note Ki 
la reunion des n 2 — i « petits carres » restants. 

- en repetant ce procede, on « enleve les petits carres » un a un en commengant par les plus 
hauts et pour chaque ligne les plus a droite. On obtient necessairement K n 2_ 1 = [0, i] x 
[0, i] , seul « petit carre » contenant {(0,0)}, que Ton note C„2. 

- on pose enfin K n 2 = {(0,0)}. 

On construit de meme une suite de parametrages (^i)ie[o,i] avec 9i : [0, 1] — > dKi du bord de Ki 
de la fagon suivante : 

- 9q a deja ete construit ; 

- soit i G {1, . . . , n 2 — 1} ; supposons construit. II existe un segment [a*,&*] c]0, 1[ tel 
que la restriction (0j_i)ir Oj) & 4 i soit a valeurs dans dCi et (^i-i)|[o,a i [u]6 i ,il s °it a valeurs 
dans dKi-x \ dCi. On choisit 9{ : [0,1] — > dKi de sorte que Ton ait (^j-i)|[o,o i [u]6 4 ,i] = 

(^i)|[0,ai[U]6<,l] ; 

- on pose enfin 9 n i (t) = (0, 0) pour tout t G [0, 1]. 

Soit i G {1, . . . ,n 2 }. L'ensemble <p(Ci) est contenu dans l'interieur d'un disque topologique 
ferme Di C 7t(U). Considerons les chemins t —> 0i-i(t) et t —> 9i-i(t) avec t G [ot,6»]. Ces deux 
chemins ont meme extremite et meme origine ; ils parametrent chacun une partie de dCi . Utilisons 
et definissons l'isotopie J 1 = (GJ) tS [o.i] de l'identite de Nx a elle-meme par : 



le lemmc 



4.2 



Vi G [0, 1] G\ - 



On obtient alors G\otpo 9i-\(i) — tp o 9i(t) pour tout t G [0, 1]. Par recurrence immediate, on 
trouve : 

Vi G [0, 1], Gf o of' 1 o . . . o G 2 o G\ o tp o 9 (t) =tpo 8 n 2(t) 
ou encore Vte[0,l], G? o Gf - 1 o . . . o G 2 o G\ o F t (y) = y. 

Definissons l'isotopie restreinte (X,I') en posant I' = J n o . . . o J 1 o I. L'equation precedente 
assure que I' fixe y et se met bien sous la forme I' = J o I avec J a support dans ttx(U). □ 
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